Fiche pédagogique pour les coniques

Pour les plus jeunes

Les dessins dans le sable peuvent permettre d’araeealéfinition du cercle.

Lorsque les deux foyers d’une ellipse sont confenda obtient une figure dont tous les points sont
distance constante d'un point donné, ce qui esdéfirition du cercle. C’est cette définition, qui
équivaut a la « définition du jardinier », que l'otilise lorsqu’on trace des cercles au compas.

Pour les plus grands

Faire des mathématiques, c’est apprendre a redoardds comportements similaires dans des
situations apparemment trés différentes. Ceci peduéliser des méthodes identiques pour répondre
a des problemes similaires dans des contextegefiti® Les coniques sont un excellent exemple d’un

tel lien.

Deux siécles avant J-C, Appolonius de Perge digitoniques
comme l'intersection d'un céne et d'un plan ; l& tHobtenir une
ellipse, une parabole ou une hyperbole découlantithix de
I'angle entre le plan et I'axe du cone.

L'ellipse est alors définie par l'intersection d’'eine avec un plan
formant un angle plus grand que I'angle d’ouvertduectne.

Cependant, les jardiniers utilisent une autre défimde I'ellipse :

I'ensemble des points d’'un plan dont la somme dstamtes a
deux points fixés est constante. Ces points squelép les foyers
de Tl'ellipse. (Des définitions similaires existeatissi pour la
parabole et I'hyperbole.) C’est cette définitionequous utilisez
lorsque vous tracez I'ellipse dans le sable.

La preuve ci-dessous de I'équivalence de ces défiritibns est
due a Germinal Dandelin (1794-1847). Elle se basd'existence
de deux spheres a la fois tangentes au cone damu p

Théoreme :la section d’un cone par un plan est une ellips# ts foyers sont le point de contact de
ce plan avec des sphéres qui lui sont tangentesaites dans le cone.

Dans ce théoreme, on entend par ellipse I'ensedesdegoints d’un plan dont la somme des distances
a deux points fixés est constante.



Etape O

Qu’est-ce qu'un cone ?

On utilisera la définition suivante :

On fixe un point O et une sphére. Un cone est &ande des droites passant par le point O et
tangentes a la sphére. On appelle ces droitegéhesatricesiu cbne

On se convainc aisément que le méme cone peuddtre par une infinité de spheres.

Etape 1

On montre que, pour toutes les droites passantymapoint O donné et tangentes a une
sphére fixée, la distance du point O au point ayéace est constante.

Soit A un point de tangence entre la sphéere S etgémératrice du
cone. Soient C le centre et r le rayon de la spBére

Considérons l'intersection du cone avec le planemant les trois
points O, A et C (voir figure). Comme la générari©OA est
tangente a S, le triangle OAC est rectangle en étHéoréeme de
Pythagore implique donc que

OA=0C? -r?

Ce qui est indépendant du point de tangence A.efngnt dit, en
appliguant le raisonnement précédent a n’import qutre point
de tangence entre S et une génératrice du corehtmmt le méme
résultat.

Etape 2

On montre que, pour toutes les droites passantupar
point P donné et tangentes a deux spheéeres fixées, |
distance entre le point de tangence sur la premiére
sphére et celui sur la deuxiéme est constante.

Supposons que S et T sont des spheres inscritesedadne. T
Soient O le sommet et g une génératrice du cérie ASe
point de tangence entre S et g, et soit B le pibéntangence
entre T etg.
Comme S et T sont du méme c6té du sommet O, alors
AB=|OA-OB|

Par I'étape 1, les distances OA et OB sont indépeted de
la génératrice g choisie. La distance AB I'est dauassi.




Etape 3

La démonstration

Soit p un plan intersectant le céne gt S les deux
sphéres tangentes a p inscrites dans le cone.

Notons F et F' les points de tangence entre le plales
sphéres Set S respectivement.

Soit P un point sur l'intersection entre le conéegplan p et
soit g la génératrice du cone passant par P.

Les cercles de contact des sphéres et du cOneaqpéds par
g aux points Pet B.

a) Observons les points P, F' et (@n bleu sur le
dessin) :
Les droites PF’ et RBont tangentes a la sphéke S
Donc, par I'étape 1, les distances PF’ ef sont
égales.

b) Observons les points P, F et(Bn rouge sur le
dessin) :
Les droites PF et BRBont tangentes a la sphese S
Donc, par I'étape 1, les distances PF et$mnt
égales.

Comme P, Pet B appartiennent tous trois a la droite g et
gue P est entre; [t B, nous avons :
PP]_ + PF% = P]_Pz
Mais aussi :
PF + PF =P,

Comme ce raisonnement est vrai pour toute génggajrdu cone et que, par I'étape 2, la distanPg P
est constante pour toutes les génératrices du oareemontré que

PF’ + PF = constante
Donc la courbe obtenue est une ellipse.

Remarqgue : on a ici démontré que la courbe obtenue par rsatetion d’'un certain plan avec le céne
est une ellipse. Cependant, pour démontrer I'édginvg entre les deux définitions, il faut aussi
montrer qu’un courbe telle que la somme des distax foyers est constante est bien l'intersection
d’un céne et d'un plan. Voici donc la démonstratifenla réciproque :

Théoreme : Soit p un plan dont lintersection avec un coné @se ellipse (selon la premiére
définition). Si Q est un point de p qui ne se t@pas sur I'ellipse, alors
QF + QF’# constante.

Remarque :ce théoréme est en fait la contraposée de laroggip.

Démonstration : Appelons k la constante.
Soit Q un point du plan p n'appartenant pas aped. Si Q = F’, alors
QF + QF =FF <k

Supposons donc que#£F'. Soit P le pont d’'intersection de I'ellipse ava demi-droite [F'Q.
Si Q est a I'intérieur de l'ellipse, alors, panBgalité du triangle,
QF + QF <QP+ PF+ QF = PR + PF' =Kk



D’autre part, si Q est a I'extérieur de I'ellipséors
QF +QF = QF +OP + PF'> PF+ PF’ =k
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